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1 はじめに

相互作用のある量子多体問題を考える際には, 通常は平均場近似等のなんらかの近似を

導入せざるを得ない. しかし , ある種の一次元系においては, その波動関数・相関関数等を

具体的に書き下ろしてその性質を調べることが可能である. 本論説では, そのような「量子

可積分系」の一つのクラスである, Calogero-Sutherland 模型についての入門的な解説をそ

の目的としたい. 量子力学の教科書レベルの復習から始めて, 具体的な計算もなるべく省略

せずに書いたので,かなり冗長になった感も否めないがお許し願いたい. この種の問題に関

するレビューは, 日本語のものも既に幾つかあるので, より発展的な事柄はそれらを参照し

て頂きたい [1-6].

さて, 本論説で「Calogero-Sutherland 模型」と呼ぶのは, 次のようなハミルトニアンを

持つ量子 1次元模型である:

Sutherland 模型

Hs = −
N∑

j=1

∂2

∂θ2j
+

1

2

∑
j<k

β(β − 1)

sin2 [(θj − θk)/2]
, (1)

Calogero 模型

Hc =
1

2

N∑
j=1

(
− ∂2

∂x2
j

+ x2
j

)
+
∑
j<k

β(β − 1)

(xj − xk)2
. (2)

これらのハミルトニアンは, Calogeroと Sutherlandによって導入された [7, 8]. 本稿では上

のように「Calogero模型」,「Sutherland模型」と呼ぶことにするが,それぞれは「Rational

Calogero-Sutherland model」,「Trigonometric Calogero-Sutherland model」などと呼ばれ

ることもある. どう呼ぶのが妥当なのかはさておき,とりあえず本稿では上のように名付け

ておく.

研究会の際には, 時間の都合で Calogero 模型に関しては簡単な紹介しかできなかった.

本稿では, Calogero 模型に関して筆者が得た結果 (直交基底の演算子表示)について, やや

詳しく述べてみたい.

どのような問題を考えようとしているかをはっきりさせるために, 次節では, まず相互作

用の無い系から出発しよう.
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2 粒子間相互作用の無い多体系

Calogero-Sutherland 模型に特徴的なことは, その固有値の分布の様子が自由粒子, すな

わち β = 0の場合とほとんど同じ構造を持つことである. このことを見るために, 以下では

まず解ける模型の簡単な例として粒子間相互作用の無い場合の復習から始めることにする.

2.1 簡単な例 1 : 単位円上の自由粒子

まず単位円上の自由粒子を考えて, 量子力学の復習をしておく. 量子力学によると, この

系の運動量・エネルギーは, 2つの演算子

P̂ =
h̄

i

∂

∂θ
, Ĥ = − h̄

2

2m

∂2

∂θ2

の固有値問題を, 周期的境界条件 ψ(θ + 2π) = ψ(θ) の下で解くことによって得られる. こ

の場合, 同時固有関数は ψ(θ) = exp (ikθ/h̄) (規格化定数は無視した) で与えられる. ここ

で, 波動関数の 1価性の要請から, k/h̄ の値は整数に限られる. このとき固有値はそれぞれ

P̂ψ(θ) = kψ(θ), Ĥψ(θ) =
k2

2m
ψ(θ)

で与えられる. さらに, x = exp (iθ/h̄) と書き直すと,

P̂ = x
d

dx
, Ĥ =

1

2m
(x

d

dx
)2

であり, 固有関数は ψ(x) = xk (k は整数) という形になる.

次に, 単位円上に N 個の自由粒子が乗っている系を考えよう. この系の性質は,

1

θ j

θk

全運動量演算子 P̂ =
N∑

j=1

h̄

i

∂

∂θj
, (3)

ハミルトニアン Ĥ = − h̄
2

2m

N∑
j=1

∂2

∂θ2j
(4)
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の同時固有関数を求めることで理解できるはずである (この場合も, 系が並進対称性を持つ

ので, ハミルトニアンと運動量とは可換である). N 粒子系でも xj = exp (iθj/h̄) としてみ

ると,

P̂ =
N∑

j=1

xj
∂

∂xj

, Ĥ =
1

2m

N∑
j=1

(
xj
∂

∂xj

)2

となり, 同時固有関数は xj の斉 n 次式であることが分かる. より具体的に, 分割 λ =

(λ1, λ2, . . . , λN)に対する単項式

xλ = xλ1
1 x

λ2
2 · · ·xλN

N

に作用させてみると,

P̂ xλ =

 N∑
j=1

λj

xλ ⇒ 全運動量 =
N∑

j=1

λj

Ĥxλ =
1

2m

 N∑
j=1

λ2
j

 xλ ⇒ 全エネルギー =
1

2m

 N∑
j=1

λ2
j


以下では Boson 系の波動関数, すなわち対称関数の空間を考えることにすると, 内積

(f, g) =
∮
f(x−1

1 , x
−1
2 , . . . , x

−1
N )g(x1, x2, . . . , xN)

N∏
j=1

dxj

2πixj

= f(x−1
1 , x

−1
2 , . . . , x

−1
N )g(x1, x2, . . . , xN) の定数項

に対する直交基底は,以下で定義するmλ(x) (monomial symmetric functions)で与えられる.

monomial symmetric functions mλ(x) の定義

長さが N 以下の分割 λ

λ = (λ1, λ2, . . . , λN), λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λN(≥ 0)

に対して, mλ は

mλ =
∑

w∈SN /Sλ
N

w(xλ1
1 x

λ2
2 · · ·xλN

N )

=
1

#(Sλ
N )

∑
w∈SN

w(xλ1
1 x

λ2
2 · · ·xλN

N )

で定義される. ここで, Sλ
N = {w ∈ SN : wλ = λ}は単項式 xλ1

1 x
λ2
2 · · ·xλN

N を変

えない SN の部分群を表す.

mλ の具体例をいくつか挙げておこう.

m2 =
∑
j

x2
j
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m11 =
∑
i<j

xixj =
1

2

∑′

i,j

xixj

(
∑′
は条件 i �= j を意味する. 以下でも同様. )

m321 =
∑′

i,j,k

x3
ix

2
jxk

m311 =
∑

i �= j, k

j < k

x3
ixjxk =

1

2

∑′

i,j,k

x3
ixjxk

m222 =
∑

i<j<k

x2
ix

2
jx

2
k =

1

3!

∑′

i,j,k

x2
ix

2
jx

2
k

2.2 簡単な例 2 : 調和振動子

今度は調和振動子を考えよう. 適当にスケールして, ハミルトニアン

H =
1

2

(
− d2

dx2
+ x2

)

の固有関数を, 境界条件「|x| → ∞で |ψ| → 0」の下で調べる.

この系を調べるには, 次の生成・消滅演算子を導入するとよい.

a† =
1√
2

(
− d

dx
+ x

)
, a =

1√
2

(
d

dx
+ x

)

これらを用いると, ハミルトニアンは,

H =
1

2
(a†a + aa†) = a†a +

1

2

と表される. これらの作用素の交換関係を計算しておこう.

[a, a†] = 1, [H, a†] = a†, [H, a] = −a

このとき,

Hψ = εψ ⇒ H(a†ψ) = (a†H + a†)ψ = (ε+ 1)(a†ψ)

H(aψ) = (aH − a)ψ = (ε− 1)(aψ)

であるから, a† は H の固有値を 1 上げ, a は 1 下げることが分かる.

基底状態の波動関数は ψ0 ∝ exp(−x2/2) (規格化定数は省略) で与えられるが, これは

「消滅演算子」によって消される; すなわち aψ0 = 0. 励起状態の波動関数を得るには, 今求

めた基底状態の波動関数に, 生成演算子 a† を作用させていけばよい.

ε =
1

2
: ψ0(x) = exp

(
−x

2

2

)

ε =
3

2
: ψ1(x) = a†ψ0(x) = f1(x)ψ0(x)
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ε =
5

2
: ψ2(x) = (a†)2ψ0(x) = f2(x)ψ0(x)

· · · · · · · · ·
ε = n +

1

2
: ψn(x) = (a†)nψ0(x) = fn(x)ψ0(x)

ここで, fn(x)は n 次多項式である.

この fn(x) の満たす微分方程式を導こう.

Hψn =
(
n+

1

2

)
ψn(x)

⇒ H(ψ0(x)fn(x)) =
(
n+

1

2

)
(ψ0(x)fn(x))

⇒ (ψ−1
0 ◦H ◦ ψ0)fn =

(
n+

1

2

)
fn

ここで, ◦ は演算子としての積 d

dx
◦ x = 1 + x ◦ d

dx
を意味する. ψ0(x) の寄与を取り除い

たハミルトニアン Ĥ をつぎのように導入しよう:

Ĥ = ψ−1
0 ◦H ◦ ψ0

= exp

(
x2

2

)
◦ 1

2

(
− d2

dx2
+ x2

)
◦ exp

(
−x

2

2

)
= · · · · · ·
=

1

2

(
− d2

dx2
+ 2x

d

dx
+ 1

)

よって, fn(x) の満たす微分方程式は,(
d2

dx2
− 2x

d

dx
+ 2n

)
fn(x) = 0

である. これは, (よく知られているように) Hermite の微分方程式である. また, 生成・消

滅演算子から ψ0(x) の寄与を取り除いたもの, すなわち

ψ−1
0 ◦ a† ◦ ψ0 =

1√
2

(
− d

dx
+ x

)
, ψ−1

0 ◦ a ◦ ψ0 =
1√
2

d

dx

は, Hermite 多項式に対する昇降演算子そのものである.

次に, N 個の調和振動子系を考えよう.

H =
N∑

j=1

1

2

(
− ∂2

∂x2
j

+ x2
j

)

=
N∑

j=1

(
a†jaj +

1

2

)
=

N∑
j=1

a†jaj +
N

2

基底状態は,

ψ0(x) ∝
N∏

j=1

exp

(
−x

2
j

2

)
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で与えられる.

以下では,ボゾン系を考えることにする.

励起状態 = (x1, x2, . . . , xNの対称多項式)ψ0

= (a†1, a
†
2, . . . , a

†
Nの対称多項式)ψ0

この場合は, 固有空間は縮退している. 例えば , 対称多項式の基底として, monomial sym-

metric functions をとって考えてみよう :

m̂†
λ = mλ(a†j), m̂λ = mλ(aj)

とすると,

[H, m̂†
λ] = |λ|m̂†

λ : H の固有値を |λ| =
∑

j λj だけ上げる

[H, m̂λ] = −|λ|m̂λ : H の固有値を |λ|だけ下げる (5)

よって, 固有空間の縮退の様子は, 次の図のようになっていることが分かる.

ε =
N

2
ψ0 次元 = 1

ε = 1 +
N

2
m̂†

1ψ0 次元 = 1

ε = 2 +
N

2
m̂†

2ψ0 m̂†
11ψ0 次元 = 2

ε = 3 +
N

2
m̂†

3ψ0 m̂†
21ψ0 m̂†

111ψ0 次元 = 3

ε = 4 +
N

2
m̂†

4ψ0 m̂†
31ψ0 m̂†

22ψ0 m̂†
211ψ0 m̂†

1111ψ0 次元 = 5

· · · · · · · · · · · · · · ·

図 1: N 次元調和振動子の固有空間の縮退の様子

このとき, エネルギーが ε = n +N/2である部分空間の次元は n の分割数に等しい.

また今の場合, 内積

〈0|f (a1, a2, . . . , aN)g(a†1, a
†
2, . . . , a

†
N)|0〉

=
∫ ∞

−∞

{
f(a†1, a

†
2, . . . , a

†
N)ψ0(x)

} {
g(a†1, a

†
2, . . . , a

†
N)ψ0(x)

} N∏
j=1

dxj

=
∫ ∞

−∞
ψ0(x)

{
f(a1, a2, . . . , aN)g(a†1, a

†
2, . . . , a

†
N)ψ0(x)

} N∏
j=1

dxj

を考えると, 〈0|am
i (a†j)

n|0〉 ∝ δijδmnが成り立つので,この内積に関する直交基底は monomial

symmetric functions を使って,

mλ(a†1, a
†
2, . . . , a

†
N )ψ0(x)

で与えられる.
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3 Sutherland 模型

前節では, 粒子間相互作用のない多体系を扱った. 次に, 粒子間相互作用があり,しかも

厳密に扱うことのできる系として, まずは Sutherland 模型を見ていこう.

3.1 Sutherland 模型と Jack 多項式

Sutherland 模型とは, 単位円周上の粒子が, “cord distance” 2 sin [|θj − θk|/2]の 2乗に比

例するポテンシャルを通して相互作用している模型である [7].

1

θ j

θk

2 sin
2

θ j θk-

全運動量演算子 Ps =
N∑

j=1

1

i

∂

∂θj
,

ハミルトニアン Hs = −
N∑

j=1

∂2

∂θ2j
+

1

2

∑
j<k

β(β − 1)

sin2 [(θj − θk)/2]
.

ここで xj = exp(iθj) とおけば ,

Ps =
N∑

j=1

xj
∂

∂xj
,

Hs =
N∑

j=1

(
xj
∂

∂xj

)2

− β(β − 1)
∑
j<k

2xjxk

(xj − xk)2
.

と書き直される. この場合も調和振動子の場合と同様に, Hs を一階の作用素の積で表すこ

とができる:

Hs =
N∑

j=1

b†jbj + E0, E0 =
β2

12
N(N2 − 1) (基底状態のエネルギー)

b†j = xj
∂

∂xj
+
β

2

∑
k( �=j)

xj + xk

xj − xk
, bj = xj

∂

∂xj
− β

2

∑
k( �=j)

xj + xk

xj − xk
.

78



基底状態の波動関数 ψ
(0)
s は

bjψ
(s)
0 = 0 ⇒ ψ

(s)
0 =

∏
j<k

|xj − xk|β
N∏

j=1

x
−β(N−1)/2
j .

で与えられることが分かる. しかし , 今の場合は [Hs, b
†
j ] �= b†j であるので,

∑
j(b

†
j)

nψ
(s)
0 とし

ても励起状態は作ることができない. そこで, 波動関数に対する微分方程式を直接扱うこと

を考えてみよう.

励起状態の波動関数を次の形で探してみる:

J(x)ψ
(s)
0 (x) ; J(x)は x1, . . . , xN の対称多項式

(ここで負巾を考えないで良い理由については Appendix 1 を参照). Hs から ψ
(s)
0 の寄与

を取り除くと,

H̃s =
(
ψ

(s)
0

)−1 ◦Hs ◦ ψ(s)
0 −E0

= · · · · · ·
=

N∑
j=1

(
xj
∂

∂xj

)2

+ β
∑
j<k

xj + xk

xj − xk

(
xj
∂

∂xj
− xk

∂

∂xk

)
. (6)

結局, この H̃s に関する固有値問題 H̃sJ(x) = εJ(x) を, J(x) が x1, . . . , xN の対称多項

式であるという条件の下で解けばよいことになった.

Sutherland に従い, 対称多項式の空間の基底として monomial symmmetric functions

mλ(x)を選び , H̃s を mλ(x)に作用させてみよう. 具体的に計算すると,

2次 m2, m11

H̃s

 m2

m11

 =

 4 + 2β(N − 1) 4β

0 2 + β(N − 2)

 m2

m11


3次 m3, m21, m111

H̃s


m3

m21

m111

 =


9 + 3β(N − 1) 6β 0

0 5 + β(3N − 5) 12β

0 0 3 + 3β(N − 3)



m3

m21

m111


n次 mn, . . . , m1n

H̃s



mn

...

...

...

m1n


=



∗ ∗ ∗ · · · ∗
0 ∗ ∗ · · · ∗
0 0 ∗ ...
...

. . .
. . .

...

0 · · · · · · 0 ∗





mn

...

...

...

m1n


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各次数において, うまく基底を並べれば出てくる係数行列は必ず上三角になるので, 容易に

対角化できる. また, 固有値は上三角行列の対角成分そのもので与えられる. 基底を並べる

際には, “dominance order” と呼ばれる半順序と矛盾しない全順序 (例えば辞書式順序)を

用いる [9, 10].

dominance order

λ ≤ µ ⇔ |λ| = |µ| かつ, 全ての k に対して

λ1 + · · · + λk ≤ µ1 + · · · + µk

この順序は, |λ| ≥ 6 の λ に対しては全順序とはならないことを注意しておく. このよう

に順序を定義しておくと, H̃s を mλ(x)に作用させた際にはこの順序の意味でより「低い」

項しか出てこない.

以下では, 次の意味で <D という記号を用いることにする:

λ <D µ ⇔ λ �= µ かつ λ ≤ µ

これを用いると, 固有関数としての Jack 多項式の定義が得られる.

固有関数としての Jack 多項式の定義

Jack多項式 Jλ(x)とは, H̃s の固有関数のうち, 次のような展開形をもつものである:

Jλ(x) = mλ(x) +
∑

µ(<Dλ)

uλµmµ(x)

H̃s の固有値は, 上で計算した上三角行列の対角成分で与えられる.

H̃sJλ(x) = ελJλ(x),

ελ =
∑
j

{
λ2

j + β(N + 1 − 2j)λj

}
(7)

ここで,「擬運動量」 kj を

kj = λj + β
(
N + 1

2
− j
)

と定めると, 励起状態の全運動量, エネルギーは, それぞれ

全運動量 =
∑
j

kj, 全エネルギー = E0 + ελ =
∑
j

k2
j

と, 自由な粒子系と同様の表式を得る. ただし, 今の場合 kj には選択則 kj − kj+1 ≥ β が存
在する. β = 0なら 通常の Boson, β = 1なら (通常の排他律に従う) Fermionであるが, 一

般の β ではそのどちらでもない. このような「一般化された排他律」に従う粒子は “g-on”

と呼ばれることもあり, 物理的な観点から注目されている [4].

今の場合, 固有値には縮退がある. 例えば |λ| = 6では,
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• (3, 3) と (4, 1, 1)

ε33 = 32 + 32 + β {3(N − 1) + 3(N − 3)}
= 18 + β(6N − 12)

ε411 = 42 + 12 + 12 + β {4(N − 1) + (N − 3) + (N − 5)}
= 18 + β(6N − 12)

よって ε33 = ε411

• (2, 2, 2)と (3, 1, 1, 1)

ε222 = 22 + 22 + 22 + β {2(N − 1) + 2(N − 3) + 2(N − 5)}
= 12 + β(6N − 18)

ε3111 = 32 + 12 + 12 + 12 + β {3(N − 1) + (N − 3) + (N − 5) + (N − 7)}
= 12 + β(6N − 18)

よって ε222 = ε3111

H̃s はもともと物理系のハミルトニアンからきているので, もちろん内積

(f, g)s =
∮
f(x−1

1 , . . . , x
−1
N )g(x1, . . . , xN)ψ

(s)
0 (x−1)ψ

(s)
0 (x)

N∏
j=1

dxj

2πixj

(8)

= f(x−1
1 , . . . , x

−1
N )g(x1, . . . , xN )ψ

(s)
0 (x−1)ψ

(s)
0 (x) の定数項

に関して自己共役である. しかし , H̃s の固有値の縮退のため, 得られた固有関数, すなわ

ち Jack 多項式が上の内積に関して互いに直交しているかどうかはここまでの議論では分

からない. しかし , 実際にはこの内積に関して直交しているのである. さらに, 以下に述べ

る「組合せ論的な内積」に対しても直交している.

組合せ論的な内積

pn =
∑

j x
n
j (power-sum symmetric functions) に対して,

〈pm, pn〉s = mβ−1δm.n

とする. 一般の λ = (λ1, λ2, . . .)に対しては, pλ = pλ1pλ2pλ3 · · ·として,

〈pλ, pµ〉s = per
(
〈pλi

, pµj
〉s
)

i,j=1,...,N
(パーマネント)

=
∑

w∈SN

〈pλw(1)
pµ1〉s〈pλw(2)

pµ2〉s · · · 〈pλw(N)
pµN

〉s

= δλµzλβ
−l(λ)
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ただし , λ = (λ1, λ2, . . . , λN) に対して, l(λ) = #{λj|λj �= 0} と定める. また, λ =

(λ1, λ2, . . .) = (1n1, 2n2, 3n3, . . . , NnN ) と表されるとき,

zλ = 1n1n1! · 2n2n2! · 3n3n3! · · ·NnNnN !

である.

Jack 多項式がこれら 2つの内積 ( · , · )s, 〈 · , · 〉s に関して直交することの証明は 4節で

扱う.

以上の内積を用いて, 次のように Jack 多項式を定義することもできる :

直交多項式としての Jack 多項式の定義

1. Jλ(x) = mλ(x) +
∑

µ(<λ)

uλµmµ(x) ,

2. (Jλ, Jµ)s ∝ δλµ (または 〈Jλ, Jµ〉s ∝ δλµ)

3.2 Dunkl 作用素と Sutherland 模型の可積分性

古典力学系の場合,「可積分性」とは自由度の数だけの保存量が存在することであった.

これに対応して, 量子系の場合の「可積分性」とはハミルトニアンと可換な作用素が存在

することを意味し , そのような可換作用素を「保存量」と呼ぶ.

Sutherland 模型に対する保存量の構成法はいくつかあるが,ここでは次のような “Dunkl

operator” を用いた方法を紹介する [12, 13, 14].

Dj =
∂

∂xj

− β ∑
k( �=j)

1

xj − xk

(sjk − 1) (j = 1, . . . , N). (9)

ここで sij は対称群 SN の元であり, x1, . . ., xN の関数に「文字の入れ換え」として作用す

る (xi と xj とを入れ換える). 以下では, xj , Dj , sjk によって生成される代数を As と表す

ことにする. 生成元の間の交換関係は,

[Di, Dj ] = [xi, xj ] = 0,

sijxj = xisij , sijxk = xksij (k �= i, j),

sijDj = Disij, sijDk = Dksij (k �= i, j),

[Di, xj ] = δij

1 + β
∑

k( �=i)

sik

− (1 − δij)βsij.

(10)

この Dj を用いて,

πj = xjDj = xj
∂

∂xj

− β ∑
k( �=j)

xj

xj − xk

(sjk − 1) (j = 1, . . . , N).

と定義すると, πj はもはや可換ではない:

[πi, πj ] = −β(πi − πj)sij
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しかし , この πj を用いて, 互いに可換な微分作用素の族を作ることができる:

In = Res

 N∑
j=1

πn
j

 =⇒ [Im, In] = 0.

ここで, “Restriction” ResX は, X の作用を対称多項式の空間の上に制限したということ

を意味している.

Res (Restriction) の定義

「座標の入れ換え」sij を含んだ 有理関数係数の微分演算子は, Sn の元を右に

持っていくように並べ変えることで,

D =
∑

w∈Sn

Dww (Dw は n 変数の有理関数係数の微分演算子)

と, 一意的に表すことができる. この D に対して, ResD を次のように定義

する;

ResD = Res

 ∑
w∈Sn

Dww

 =
∑

w∈Sn

Dw

すなわち, D の作用を対称多項式の空間の上に制限したということにあたる.

このとき, Sutherland 模型の運動量とハミルトニアンは,

Ps = Res (I1) , Hs = Res (I2)

として得られる.

ここで用いた微分差分演算子 (9) は, Dunkl によって 1989 に導入された [12]. 一方, 物

理サイドでは同じ演算子が Polychronakos[13], 及び Brink ら [14]によって考案され, 一次

元量子系を解析するのに用いられた. 例によって, 数学と物理とで同一の問題を独立に扱っ

ていたというわけである.

4 Jack 多項式の直交性

3.1節で述べたように H̃s の固有値には縮退があるので, Jack 多項式が H̃s の固有関数に

なっていることだけからは直交性が示されない. 本節では, Jack 多項式が内積 (8) に関し

て直交していることの証明を 2通り述べる.

4.1 Ruijsenaars 模型 (相対論的 Sutherland 模型) とMacdonald 多

項式

この節では, Sutherland 模型の q-差分 analogue であるRuijsenaars 模型, 及びその波動

関数として現れる Macdonald 多項式について述べる. ここでは基本的な定義しか述べない

が,より進んだ事柄については本講究録の白石・野海・三町三氏の論節を参照して頂きたい.
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さて, S.N.M. Ruijsenaarsは [15]において, 次のような「相対論的 Sutherland 模型」を

提出した.

HR =
c2

2
(S1 + S−1),

S±1 =
N∑

j=1

∏
k( �=j)

(
sin [(zj − zk ∓ iβ/c)/2]

sin [(zj − zk)/2]

)1/2

× exp

(
± i

c

∂

∂zj

) ∏
k( �=j)

(
sin [(zj − zk ± iβ/c)/2]

sin [(zj − zk)/2]

)1/2

この模型が「相対論的」であるという意味は, この模型が Poincaré 代数の対称性を持って

いるということである. 実際, 上の HR に加えて

PR =
c

2
(S1 − S−1), BR = −1

c

N∑
j=1

zj

とおけば, HR, PR, BR は次の交換関係に従う.

[HR, PR] = 0, [HR, BR] = iPR, [PR, BR] =
i

c2
HR

また,「非相対論的極限」 c→ ∞ をとると, Sutherland Hamiltonian Hs が出て来る.

lim
c→∞(HR −Nc2) =

1

2
Hs.

S±1 を xj = eizj , q = e−1/c, t = e−β/c とおいて書き換えてみよう.

S±1 =
N∑

j=1

∏
k( �=j)

(
t±1xj − xk

xj − xk

)1/2

Tq,xj

∏
k( �=j)

(
t∓1xj − xk

xj − xk

)1/2

となる. ここで, Tq,xj
は q-shift operatorである.

Tq,xj
f(x1, . . . , xj , . . . , xN) = f(x1, . . . , qxj , . . . , xN)

このハミルトニアンに対する基底状態は,

ψ
(R)
0 ∝∏

i�=j

∏
k≥0

(
xi − qkxj

xi − tqkxj

)1/2

で与えられる. S±1 から ψR,0 の寄与を取り去ると,(
ψ

(R)
0

)−1 ◦ S±1 ◦ ψ(R)
0 = t∓(N−1)/2M̂(q±1, t±1)

となる. ここで, M̂(q, t)は Macdonald 演算子と呼ばれる q-差分作用素である [9, 10].

M̂(q, t) =
N∑

j=1

∏
k( �=j)

txj − xk

xj − xk
Tq,xj

.

この場合も Jack 多項式のときと同様に, mλ をうまく並べてから M̂(q, t) を作用させると

係数行列は上三角になる. それを対角化して得られる固有関数が Macdonald 多項式であ

る. すなわち, 次のようにして定義することができる.
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固有関数としての Macdonald 多項式の定義

Macdonald 多項式 Pλ(x)とは, M̂(q, t) の固有関数のうち, 次のような展開形をもつ

ものである:

Pλ(x) = mλ(x) +
∑

µ(<λ)

uλµmµ(x)

M̂(q, t) の固有値 ελ は,

ελ =
N∑

j=1

tN−jqλj

= tN−1qλ1 + tN−2qλ2 + tN−3qλ3 + · · · + tqλN−1 + qλN

で与えられる. Jack 多項式の場合と違って, (generic な q, t に対しては) 固有値の縮退が

ないことを注意しておく.

次に, 以下のような 2種類の内積を導入しよう.

波動関数としての内積

(f, g)M =
∮
f(x−1

1 , x
−1
2 , . . . , x

−1
N )g(x1, x2, . . . , xN){ψ(R)

0 (x)}2
N∏

j=1

dxj

2πixj

= f(x−1
1 , x

−1
2 , . . . , x

−1
N )g(x1, x2, . . . , xN ){ψ(R)

0 (x)}2 の定数項

組合せ論的な内積

pn (n = 1, 2, . . .) に対して,

〈pm, pn〉M = m
1 − qm

1 − tm δm.n

とする. 一般の λ = (λ1, λ2, . . .)に対しては,

〈pλ, pµ〉M = per
(
〈pλi

, pµj
〉M
)

i,j=1,...,N

= δλµzλ

l(λ)∏
j=1

1 − qλj

1 − tλj

この 2種類の内積のどちらに関しても M̂(q, t)は自己共役となる:(
f, M̂(q, t)g

)
M

=
(
M̂(q, t)f, g

)
M
, 〈f, M̂(q, t)g〉M = 〈M̂(q, t)f, g〉M

このことと固有値に縮退がないこととから, Macdonald 多項式の直交性が示されたことに

なる.

Jack多項式は Macdonald多項式において t = qβ, q → 1という極限 (非相対論的極限)を

とると得られる. このとき, 上の 2種類の内積は Jack 多項式のそれに移るので, Macdonald

多項式の直交性から Jack 多項式の直交性が従う.
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4.2 非対称 Jack 多項式

3.2節の πj は可換ではなかったが, これをちょっとズラすことによって可換な作用素 π̂j

を作ることができる [16, 17]:

π̂j = πj + β
∑

k(<j)

sjk

= xj
∂

∂xj
− β ∑

k(<j)

xk

xj − xk
(sjk − 1) − β ∑

k(>j)

xj

xj − xk
(sjk − 1) + β(j − 1)

これらの作用素は, 次の交換関係に従う:

[π̂i, π̂j ] = 0,

π̂i+1si,i+1 − si,i+1π̂i = β,

si,i+1π̂i+1 − π̂isi,i+1 = β,

[si,i+1, π̂k] = 0 (k �= i, i+ 1).

これらは, (AN−1 型の root 系 に付随した) degenerate affine Hecke algebra の定義関係式

[19]に一致することを注意しておく.

π̂j 達は可換なので, CI [x1, . . . , xN ] の基底をうまく選べば同時対角化が可能である. まず,

分割 λ = (λ1, . . . , λN), 対称群 SN の元 w に対して, 単項式 xλ
w を xλ

w = xλ1

w(1) · · ·xλN

w(N) と

定義しておく. この xλ
w を, 以下で定義する順序に従って並べると π̂j 達は同時に対角化さ

れる.

(µ, w′) < (λ, w) ⇐⇒
 (i) µ <D λ,

(ii) µ = λ のときは w′ <B w.

ここで <B は Bruhat orderである.

Bruhat order

対称群 SN の元 w を互換 sj = (j, j + 1) (j と j + 1 との入れ換え) を用いて表すと

き, 語の長さの最小値を l(w)と表す. このとき, SN の元 w, w′ に対して, 半順序 <B

を次のように定義する.

w <B w
′ ⇔ l(w) < l(w′) かつ

w′ = si1 · · · simwsj1 · · · sjn を満たす

sj1 , . . . , sim , sj1, . . . , sjn が存在する

以上のようにして得られる π̂j 達の同時固有関数は, 分割 λ と SN の元 w とでラベル付

けされる. これを J λ
w (x) と表すことにしよう. この同時固有関数は, 「非対称 Jack 多項

式」と呼ばれる.

π̂j 達を同時対角化するというアイデアが論文に載ったのは, (筆者の知る限りでは, )

Bernardらの [17]が最初であろう. しかし , 当時既に Opdamもそのようなことが可能であ

ることを知っていたそうである. Bernardらが AN−1型の root 系に付随した模型しか扱っ
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ていないのに対し , Opdamの論文 [18]ではより一般の場合を, 数学的な観点から考察して

いる. ここでもまた (問題意識は違うにせよ)数学と物理で同一の題材を取り扱っていたわ

けである.

この「非対称 Jack 多項式」を用いると, Jack 多項式の直交性を示すことができる. ま

ず, SN の “longest element”, すなわち w0(j) = N − j + 1 (j = 1, . . . , N) を満たす w0 に

対しては, 固有値は次式で与えられる.

π̂jJ λ
w0

(x) = {λN−j+1 + β(j − 1)}J λ
w0

(x). (11)

他の w ∈ SN に対しても, π̂j の固有値の全体 {εj(λ, w)}j=1,...,N は, 適当に並べ変えること

で (11) の {λN−j+1 + β(j − 1)}j=1,...,N に一致する.

一方, Sutherland 模型のハミルトニアンは, π̂j を用いると

H̃s =
N∑

j=1

{
π̂j − β

2
(N − 1)

}2

と表されるが, これと上記の π̂j の固有値とから, H̃s の固有値 (7)が再現される.

さらに, 保存量の母関数 ∆̂s(u)を

∆̂s(u) =
N∏

j=1

(u+ π̂j)

で導入する. これは π̂j に関して対称であるから, Jack 多項式を固有関数として持つ. また,

その固有値は,

∆̂s(u)Jλ(x) =
N∏

j=1

{u+ λN−j+1 + β(j − 1)} Jλ(x) (12)

で与えられる. ここで, この固有値は (generic な β, uに対しては) 縮退していないことに

注意していただきたい. このことと ∆̂s(u)が内積 (8)に関して自己共役であることとから,

Jack 多項式が内積 (8)に関して直交していることが分かる.

5 Calogero 模型

5.1 Calogero 模型と一般化された Hermite 多項式

次にハミルトニアン (2) を考えよう. ハミルトニアン Hc に対する基底状態の波動関

数は,

ψ
(c)
0 =

∏
j<k

|xj − xk|β
N∏

j=1

exp

(
−x

2
j

2

)

で与えられる. Sutherland 模型の場合と同様に, Hc から ψ
(c)
0 の寄与を取り除いてみよう.

H̃c = (ψ
(c)
0 )−1 ◦Hc ◦ ψ(c)

0 − 1

2
{N + βN(N − 1)}

=
N∑

j=1

xj
∂

∂xj︸ ︷︷ ︸
H1

−1

2

 ∂2

∂x2
j

+ β
∑
j �=k

1

xj − xk

(
∂

∂xj
− ∂

∂xk

)︸ ︷︷ ︸
H2
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この H̃c において, Euler operator H1 は多項式の次数を保つが H2 は次数を 2だけ下げる

ので, 固有関数はもはや斉次ではない. しかし , この場合も対称多項式の空間の基底を具体

的に決めて計算してやれば固有多項式を求めることができる. Bakerと Forresterは基底と

して Jack 多項式を採用した. すなわち,

φλ(x) = Jλ(x) +
∑

|µ|<|λ|
vλµJµ(x) (13)

という形を仮定し,これが H̃c の固有関数となるように係数 vλµ を決めればよい. 彼らはこ

の φλ(x) を「一般化された Hermite 多項式」と名付け, 様々な公式を導いている [20, 21].

また van Diejen は, ある q-差分方程式の解の極限としてこの多項式を特徴づけ, その性質

を調べている [22].

一方この模型では, 調和振動子の場合と同様に, 生成・消滅演算子を用いて系のスペクト

ルを記述することができる.

A†
j =

1√
2

(−Dj + xj), Aj =
1√
2

(Dj + xj)

構成法から自明であるが, A†
j , Aj の交換関係は xj , Dj のそれと同じである.

[A†
i , A

†
j] = [Ai, Aj ] = 0,

sijA
†
j = A†

isij , sijAj = Aisij ,

sijA
†
k = A†

ksij, sijAk = Aksij (k �= i, j),

[Ai, A
†
j] = δij

1 + β
∑

k( �=i)

sik

− (1 − δij)βsij

(14)

ここで,

H̃ ′
c =

1

2

N∑
j=1

(
A†

jAj + AjA
†
j

)
と定義する. 一方, ハミルトニアン H̃c から基底状態 ψ

(c)
0 のうちの差積の部分の寄与だけ

除くことを考えると,∏
j<k

|xj − xk|−β ◦Hc ◦ ∏
j<k

|xj − xk|β

=
1

2

N∑
j=1

(
− ∂2

∂x2
j

+ x2
j

)
− β

2

∑
j �=k

1

xj − xk

(
∂

∂xj
− ∂

∂xk

)

となるが, これが H̃ ′
c と次のように関係する.

Res
(
H̃ ′

c
)

=
∏
j<k

|xj − xk|−β ◦Hc ◦ ∏
j<k

|xj − xk|β

よって, 対称な波動関数を考える際には H̃ ′
c を調べても同じことである.

差積の部分の寄与を除いてあるので, この演算子に対する基底状態は

ψ̃
(c)
0 (x) =

N∏
j=1

exp

(
−x

2
j

2

)
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である. この ψ0(x) は「消滅演算子」A†
j の作用の下で消える, すなわちA†

jψ̃
(c)
0 (x) = 0が

成り立つ. また, 都合のいいことに交換関係

[H̃ ′
c, A

†
j] = A†

j, [H̃ ′
c, Aj ] = −Aj

は調和振動子の場合と全く同じなので, 固有空間の縮退の様子も同じである. すなわち, 調

和振動子の場合と同様に対称多項式の基底として monomial symmetric functions をとり,

改めて

m̂†
λ = mλ(A†

j), m̂λ = mλ(Aj)

とおくと, この場合も性質 (5)は成り立つので, 固有ベクトルの分布の様子は図 1と全く同

じになる.

しかしこの基底は, 内積

(f, g)c = c〈0|f (A1, A2, . . . , AN)g(A†
1, A

†
2, . . . , A

†
N)|0〉c

の下で直交基底でない. 実は, 直交基底を得るには Jack 多項式を用いて,

Jλ(A†
1, A

†
2, . . . , A

†
N )ψ̃

(c)
0 (x) (15)

とすればよい [23]. 実際に計算すれば , この波動関数は基底状態 ψ̃(c)
0 と, Baker, Forrester

の「一般化された Hermite 多項式」という形をしている. すなわち, (13)と (15)とは本質

的には同じものである.

Baker と Forresterは, (13) の直交性を導く際に, 彼らが「一般化された Jacobi 多項式」

と呼ぶ多項式からの極限操作を用いた. また, van Diejen は q-差分作用素の固有関数から

の極限操作によって直交性を示した. 実は, 代数的に考えれば , 直交性は極限操作を用いる

ことなしに示すことができる [23]. それについては次節で述べることにしよう.

5.2 Calogero 模型に対する直交基底

まず (A†
j , Aj の定義により自明であるが) 交換関係 (10) と (14) とが全く同じであるこ

とに注意する. このことから, A†
j , Aj , sjk の生成する代数は xj , Dj , sjk の生成する代数 As

と同型であることが分かる:

ρ(xj) = A†
j , ρ(Dj) = Aj , ρ(sjk) = sjk.

次に, 二つの As-module Fs, Fc とを以下のように定義する.

Fs = CI [x1, x2, . . . , xN ]ψ̃
(s)
0 , ψ̃

(s)
0 = 1

Fc = CI [A†
1, A

†
2, . . . , A

†
N ]ψ̃

(c)
0 , ψ̃

(c)
0 =

∏N
j=1 exp

(
−x2

j

2

)
(Fc には ρ を通して作用する). ここで,

Djψ̃
(s)
0 = 0 ↔ Ajψ̃

(c)
0 = 0

sjkψ̃
(s)
0 = ψ̃

(s)
0 ↔ sjkψ̃

(c)
0 = ψ̃

(c)
0
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であるので, a ∈ As, ϕ ∈ Fs に対して

ρ(ψ̃
(s)
0 ) = ψ̃

(c)
0 , ρ(aϕ) = ρ(a)ρ(ϕ)

と定めれば ρは As-module としての同型写像となる.

この ρ を用いて

∆̂c(u) = ρ
(
∆̂s(u)

)
=

N∏
j=1

(u+ ĥj),

ĥj = ρ (π̂j) = A†
jAj + β

∑
k(<j)

sjk

とすると, (12)に ρ を作用することで次式が得られる:

∆̂c(u)Jλ(A†)ψ(c)
0 =

N∏
j=1

{u+ λN−j+1 + β(j − 1)} Jλ(A†)ψ(c)
0 .

よって, 4.2節と同様の議論により, 基底 (15) の直交性が示される.

5.3 BN 型 Calogero 模型

前節で議論した Calogero 模型は SN , すなわち AN−1 型のWeyl 群の対称性を持ってい

た. BN 型の Weyl 群の対称性を持つ Calogero 模型のハミルトニアンは次式で与えられる

[24, 25].

HB =
1

2

N∑
j=1

(
− ∂2

∂x2
j

+ x2
j +

γ(γ − 1)

x2
j

)
+
∑
j<k

{
β(β − 1)

(xj − xk)2
+
β(β − 1)

(xj + xk)2

}
.

ここで, t = j は BN 型の Weyl 群の元であり,

tjf(x1, . . . , xj , . . . , xN) = f(x1, . . . ,−xj , . . . , xN )

のように作用する. ここで, CN 型のハミルトニアンは BN 型と同じであり, DN型は γ = 0

とおいたものであることを注意しておく.

この模型に対する基底状態の波動関数は

ψ
(B)
0 (x1, . . . , xN) =

∏
j<k

|x2
j − x2

k|β
N∏

j=1

|xj|γ
N∏

j=1

exp

(
−x

2
j

2

)
.

で与えられる.

この模型に対しても, BN 型の Dunkl operator

D
(B)
j =

∂

∂xj
+ γ

N∑
j=1

1

xj
(1 − tj)

+β
∑

k( �=j)

{
1

xj − xk
(1 − sjk) +

1

xj + xk
(1 − tjtksjk)

}
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を用いると生成・消滅演算子を構成することができる.

A
(B)†
j =

1√
2

(−D(B)
j + xj), A

(B)
j =

1√
2

(D
(B)
j + xj).

ここで,

H̃B =
1

2

N∑
j=1

(
A

(B)†
j A

(B)
j + A

(B)
j A

(B)†
j

)
という演算子を考えると, 交換関係

[H̃B, A
(B)†
j ] = A

(B)†
j , [H̃B, A

(B)
j ] = −A(B)

j

を満たす. AN−1 型のときと同様に, この H̃B は, ハミルトニアン HB から差積の部分の寄

与を除いたものと次のように関係する:

Res
(
H̃B

)
=

(
φ

(B)
0

)−1 ◦HB ◦
(
φ

(B)
0

)
=

1

2

N∑
j=1

(
− ∂2

∂x2
j

+ x2
j −

2γ

xj

∂

∂xj

)
− β∑

k �=j

1

x2
j − x2

k

(
xj
∂

∂xj
− xk

∂

∂xk

)
. (16)

ここで, φ
(B)
0 は基底状態のうちの差積の部分である:

φ
(B)
0 (x1, . . . , xN) =

∏
j<k

|x2
j − x2

k|β
N∏

j=1

|xj|γ .

よって, HB の固有関数の分布の様子は, またも調和振動子系の場合と同じになる.

さらに,このモデルに対しても前節と同様の手法で直交基底を構成することができる [26]:

Jλ

(
(A†

1)
2/2, . . . , (A†

N)2/2
)
|0〉c = (N 変数直交多項式) × (基底状態) (17)

ここに現れる直交多項式に対しては, 変数 yj = x2
j を導入した方が都合がよい. yj で書き

直すと, 多項式部分 ϕλ(y)に作用するハミルトニアン H̃ ′
B = (ψ

(B)
0 )−1 ◦HB ◦ ψ(B)

0 の具体的

な形は,

H̃ ′
B = (ψ

(B)
0 )−1 ◦HB ◦ ψ(B)

0

= −2
N∑

j=1

{
yj
∂2

∂y2
j

+
(

1

2
+ γ − yj

)
∂

∂yj

}
− 4β

∑
j �=k

yj

yj − yk

∂

∂yj

(18)

となる. 特に N = 1 のとき, 多項式部分に対する微分方程式は次のようになる:(
y

d2

dy2
+
(

1

2
+ γ − y

)
d

dy
+ n

)
fn(y) = 0.

これは, Laguerre の微分方程式である. このことから, Baker と Forresterは波動関数 (17)

を yj で書き直したときの多項式部分を「一般化された Laguerre 多項式」と呼んでいる

[20, 21].
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6 終りに

前節で述べたように, rational な Calogero 模型の波動関数は,

( 多変数多項式 ) ×
N∏

j=1

exp

(
−x

2
j

2

)

という形をしている. ここに現れる多変数多項式を, 通常の量子力学の意味での内積で直交

化したものを「一般化された直交多項式」と呼んだのであった.

直交多項式を多変数化する方法は一通りに限られるわけではもちろんないので, この呼

び名が妥当であるかどうかには異論もあろう. しかし , 直交多項式と量子力学との密接な関

係を考えると, 可積分な量子多体系の波動関数として現れる多項式に, 何らかの意味の普遍

性を期待してもよいのではないだろうか.

本論説では具体的な計算の側面を強調したため, 背後の代数構造についてはほとんど触れ

なかった. 1/r2型の長距離相互作用を持つ模型は, (degenerate) affine Hecke 代数, Virasoro

代数などといった代数と深い関係があることが分かっているが,それについては本講究録の

他の論説を参照していただきたい. Appendix 2に, Bergshoeffと VasilievによるDunkl 作

用素を用いた Virasoro 代数の表現を紹介しておいたので, 何かの参考になれば幸いである.

Appendices

Appendix 1: Sutherland 模型の一般の励起状態

3.1節では, 励起状態の波動関数を構成する際に xj の正巾の項しか考えなかった. この

ことの妥当性は, 次の事実に基づく.

Proposition:

Jack 多項式 Jλ(x)に対して, (x1 · · ·xN )kJλ(x) (k ∈ ZZ) も (6) 式の H̃s の固

有関数となる.

証明:

(x1 · · ·xN)−k ◦ H̃s ◦ (x1 · · ·xN)k = H̃s +Nk2 + 2k
N∑

j=1

xj
∂

∂xj

Jack 多項式 Jλ(x)は斉 |λ| 次の多項式であるので, その固有値を ελ とすると,

H̃s
(
(x1 · · ·xN )kJλ(x)

)
=
(
ελ +Nk2 + 2k|λ|

) (
(x1 · · ·xN)kJλ(x)

)
が成り立つ.

このことから, 上の k を負の整数に選べば負巾を含んだ固有関数も取り扱えることが分

かる. すなわち, 正巾の項からなる Jack 多項式のみを考えれば十分であることになる.
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Appendix2: Dunkl operator を用いた Virasoro 代数の表現

Dunkl operator (9) を用いて Virasoro 代数の表現を構成することもできる [27].

L−n =
N∑

j=1

(
αxn+1

j Dj + (1 − α)Djx
n+1
j + γ(n+ 1)xn

j

)

とおくと, 任意の α, β, γ に対して L−n は次の交換関係に従う:

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n.

すなわち, Virasoro 代数

[Lm, Ln] = (m− n)Lm+n +
m3 −m

12
δm,−nc

の c = 0 の表現になっている. また, β = 0 では, 良く知られた表現

Ln = −zn+1 d

dz

(これも c = 0) の直積になる.
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